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1. Calcular 9, F pi

Usando la definicién de campo eléctrico y magnético:

E =94 — A", B = (V x A)' = ¢,;,0; A" (1)
La primera expresién se puede escribir de forma inmediata como

Ei — FiO — _FOi
Para el campo magnético vamos a trabajar un poco la expresion, primero multiplicando por el simbolo
de Levi-Civita €;,,n
EimnB' = €imneijn0; A*

Ahora, podemos usar la identidad: €imn€ijk = Omjonk — Omidn;

EimnB’ = (OmjOnk — Omr0n;)0j A% = 0, A" — 0, A™ = J"A™ — " A" = F"™ — F'J = ¢, B*

Con esto podemos desarrollar el término 9, F*%:

0=, F" = gyF% + 0;F"" = —yE' + ;;3,0; B* = ] ~E+VxB=0 (2)

2. Deducir las ecuaciones de Maxwell homogéneas

Partiendo de la identidad de Bianchi
OHEP 4 9 FPr 4 PR =

Empecemos definiendo:
Ty _ Tvp

Tlw] —
Se puede demostrar ficilmente que, para todo tensor antisimétrico, T1*] = TH" En efecto, si A" es un

tensor antisimétrico:
AWV — AVH AmV _"_A,u,y 2 AV

2 2

A[/LV] — — AW

Y definiendo
Tapy _ ey _ ey y phye L pyaB _pyBa palBy] o pBlval L yvlas]
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Podemos comprobar que:
oMFrl =0 (3)

En efecto, usando la identidad de Bianchi y la antisimetria de F, i.e. FlW] = frv

orFlebl L gaplbul 1 gb plual
3

_ aﬂpaﬁ+6aFﬁu+aﬁpua 0
= 3 =

ol pabl .—




Consideremos ahora la siguiente expresion:
Epvapd” P (4)

Sabemos que el simbolo de Levi-Civita es completamente antisimétrico, por lo que es facil comprobar
que se cumple la propiedad €105 = €4[vap- Usando ahora la propiedad Tjnp, U7 = Tos, U, que
se puede demostrar directamente:

T[aﬁ ]Uaﬁv — (Taﬁv - Tavﬁ - Tﬁcw + Tﬁva + Twﬂ - Tvﬁa) Uoesy
v 6
_ TamU“BV — TMgU"ﬁW — TgMU”"B“Y + TgWUO‘B” + TWBUO‘BV — ngaU“ﬁW
N 6
_ Tapy U — T, U — T3 UPY + Ty g UPYY 4 Ty, UVP — Ty 5, UTP
N 6
Ueby — gevb _ gbay 4 ghre  veb _ ba
= Lapy 6
.— TamU[aW

Donde podemos usar que todos los indices son mudos para redefinirlos en la tercera igualdad. Podemos
reescribir la ecuacién (4) como

€Mya58VFaﬁ = eu[mﬁ]a"F’lﬁ = €Hya,@6[uFaﬁ] =0 (5)

Por lo que obtenemos las siguientes cuatro ecuaciones: €,,030" F B =

Para pu = 0; €ol,a38”F‘w = 0. En la parte izquierda tenemos 43 = 64 términos sumando, por lo que
escribirlos todos no parece una buena idea. Por suerte, sabemos que todos los términos donde ¢ tenga
indices repetidos son cero y no contribuyen a la suma final. Por lo tanto, como p = 0, todos los términos
con v, «, 3 igual a cero se anularan, quedando solo los términos:

0= 6oyagayFaﬁ = €Oijk8iij = €ijkai (Eklel) = akﬂekﬂa,-Bl = 25“81‘Bl = 28iBi

Donde he usado la propiedad €;;,€i;; = 2dx;. Por lo que, dividiendo por 2, obtenemos la ecuacién

]aiBi:o:>€-§=o\ (6)

Nos quedan aun tres ecuaciones: p = i. De nuevo, todo los términos con indices repetidos en € se van a
anular, por lo que podemos separar la ecuacién en tres términos, o bien v =0, o bien a =00 S = 0:

EiojkaOij + EijOkajFOk + Eijkoaijo =0 (7)

Fijandonos en los dos tltimos términos podemos observar que son idénticos, pues tanto € como F' son
antisimétricos al intercambiar los indices 0 y k:

eijord FO = (—£;j30)07 (—F™) = €000’ F* = €0;j,0; E* = €;;50;E*
Mientras que el primer término lo podemos reescribir como
£iojr0° FIF = —0,51.00 F7% = —¢;5300(exj1B') = eijre1jx00 B' = 200 B’
Sustituyendo en la ecuacion (7) obtenemos
0 = £i0j0° FI* 4 €000 FO% 4 ¢;54007 F* = 200 B + 2¢,,0; E*

Dividiendo ahora por 2 obtenemos el resultado final




